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Re´sume´
On se propose de donner une forme effective au the´ore`me de Mazur-
Kamienny-Merel sur la torsion des courbes elliptiques sur les corps de
nombres.
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1 Pre´sentation des re´sultats.
1.1 Introduction.
La “conjecture de borne uniforme pour les courbes elliptiques”, affirmant
qu’il existe pour tout entier d un entier B(d) tel que, pour tout corps de nombres
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K de degre´ d sur Q et pour toute courbe elliptique E sur K, la partie de torsion
E(K)tors du groupe de Mordell-Weil E(K) est de cardinal majore´ par B(d), a
e´te´ de´montre´e dans le cas ge´ne´ral en fe´vrier 1994 par Lo¨ıc Merel. En fait, Merel
(et Oesterle´) montrent que, si P est un point d’ordre p premier de E(K), on a
p ≤ (1+ 3d/2)2 . Des travaux de Faltings et Frey permettent alors de conclure a`
l’existence des bornes B(d), mais pas de manie`re effective : en effet, si on a bien
majore´ les nombres premiers pouvant diviser les groupes E(K)tors, on ne sait
pas en pratique quelles puissances de ces nombres premiers peuvent intervenir
dans ces groupes. Le but de cet article est de de´montrer une forme explicite de
la forme forte de la conjecture de borne uniforme (le corollaire 1.8 ci-dessous),
en donnant une borne pour ces puissances de premiers qui peuvent diviser la
torsion.
1.2 Sche´ma de la preuve.
Soit E une courbe elliptique sur un corps de nombres K de degre´ d sur Q,
posse´dant un point K-rationnel P , tel que le cardinal du sous-groupe cyclique
de E(K) engendre´ par P soit une puissance d’un nombre premier : |〈P 〉| = pn.
On cherche a` majorer pn en fonction de d. Soit l un nombre premier diffe´rent
de 2 et de p (on prendra dans la suite le plus petit possible, i.e. l = 5 si p = 3,
l = 3 dans tous les autres cas). Soit L un ide´al maximal de OK (l’anneau des
entiers du corps K), contenant l. Examinons la fibre en L du mode`le de Ne´ron
(qu’on note E) de la courbe elliptique sur OK .
Proposition 1.3 Si en L au-dessus de l, on a l’un des trois cas :
1. E a bonne re´duction ;
2. E a re´duction additive ;
3. E a re´duction multiplicative tordue ;
4. E a re´duction multiplicative de´ploye´e et 〈P˜ 〉 (ou` P˜ est la re´duction de
P mod L) appartient a` la composante neutre,
alors |〈P 〉| ≤ 2.(1 + ld).
Remarque. Cette proposition classique est explicite´e dans [Edixhoven 94] par
exemple, ou dans [Kamienny 92b]. Dans le cas 2., on peut borner par 4 l’ordre
du groupe des composantes de la re´duction additive, donc la borne pour l’ordre
de P est 1 si p ≥ 5, 3 si p = 3, et 4 si p = 2. Dans les cas 1. et 4., la borne est
en fait (ld/2 + 1)2 (borne de Weil) et (ld − 1) (cardinal de groupe multiplicatif)
respectivement, donc en ld. Le cas 3. la porte a` (1+ld) ou a` 2(1+3d) : dans ce cas
en effet, soit P˜ appartient a` la composante neutre, et son ordre est majore´ par
(1+ ld) ; soit il est dans une composante non triviale. Le groupe de Galois d’une
extension quadratique du corps re´siduel k(L) agit alors par la multiplication
par (±1) sur le groupe des composantes. Mais P˜ est k(L)-rationnel, et donc la
composante a` laquelle il appartient e´gale son oppose´e, ce qui veut dire que 2P˜
est dans la composante neutre (chose qui ne peut arriver que si p est 2).
Supposons donc qu’en tout L au-dessus de l, E ait re´duction multiplicative
de´ploye´e et que P˜ ne soit pas trivial dans le groupe des composantes de cette
re´duction Ek(L) de E/OK . Pour avoir une bonne interpre´tation modulaire dans
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la suite, comme indique´ plus bas, on aimerait que P˜ soit d’ordre pn dans le
groupe des composantes de Ek(L) : d’ou` l’ide´e d’examiner le quotient de Ek(L)
par le plus gros sous-groupe de 〈P˜ 〉 inclus dans sa composante neutre E0k(L).
Soit donc nL le plus petit entier tel que p
nL.P˜ tombe dans E0k(L). Soit aussi n′
le plus petit des nL, pour L parcourant l’ensemble des places de OK au-dessus
de l. Oesterle´ e´nonce :
Lemme 1.4 Soit k e´le´ment de N ; si en la place L, pk−1.P ne se re´duit pas
dans la composante neutre de Ek(L), alors la re´duction de P˜ dans la fibre en L
du mode`le de Ne´ron E ′ de E/〈pk.P 〉 est d’ordre exactement pk dans son groupe
des composantes.
L’interpre´tation modulaire de ce lemme, qui sera de´montre´ dans la section 2,
est donc la suivante : le point K−rationnel j de la courbe modulaire X0(pn′)
que de´finit le couple (E/〈pn′ .P 〉, 〈P 〉) se re´duit en la pointe 0 modulo toute
place L ; et l’image j′ de ce point par l’involution d’Atkin-Lehner, en la pointe
infinie (voir [Mazur 77] , page 159). Voyons comment on peut alors utiliser les
arguments de Kamienny ([Kamienny 92b], [Edixhoven 94]) pour de´montrer son
crite`re.
Remarque. Dans toute la suite, on notera E ce qui sera en re´alite´ (E/〈pn′ .P 〉) ;
on notera aussi pn pour pn
′
. La borne qu’on obtiendra pour |〈P 〉| devra donc
eˆtre multiplie´e par un facteur (ld−1) pour avoir une borne a` notre pn “originel”
(en effet, (pn/pn
′
) est infe´rieur au cardinal du groupe multiplicatif Gm,Fl).
Si les σi, 1 ≤ i ≤ d sont les plongements deK dansQ, j′(d) := (σ1(j′), σ2(j′),
..., σd(j
′)) de´finit un pointQ-rationnel du produit syme´trique d-ie`me :X0(p
n)(d),
de X0(p
n).
De´finissons comme Merel le quotient d’enroulement ([Merel 95]). On consi-
de`re les premiers groupes d’homologie singulie`re absolue : H1(X0(p
n) ; Z) et
relative aux pointes : H1(X0(p
n), pointes ; Z), de X0(p
n), le premier e´tant vu
comme un sous-groupe du second. Si a et b sont deux e´le´ments de P1(Q),
le symbole modulaire {a, b} est l’e´le´ment de H1(X0(pn), pointes ; Z) de´fini par
l’image de n’importe quel chemin continu reliant a a` b sur le demi-plan de
Poincare´ auquel on a ajoute´ l’ensemble P1(Q) de ses pointes. L’inte´gration
de´finit un isomorphisme classique d’espaces vectoriels re´els :{
H1(X0(p
n) ; Z)⊗R→ HomC
(
H0(X0(p
n) ; Ω1), C
)
γ ⊗ 1 7→
(
ω 7→ ∫γ ω) .
Selon un the´ore`me de Manin et Drinfeld, l’image re´ciproque de la forme line´aire
ω 7→ ∫{0,∞} ω dans H1(X0(pn) ; R) est en re´alite´ dans H1(X0(pn) ; Q). C’est
l’e´le´ment d’enroulement, qu’on note e (comme d’habitude). (En fait, le re´sultat
de Manin assure plus ge´ne´ralement que l’image re´ciproque de l’inte´gration sur
tout symbole modulaire est a` coefficients dans Q.) Notons (toujours comme
d’habitude) T l’alge`bre engendre´e sur Z par les ope´rateurs de Hecke Ti (i ≥ 1,
entier), agissant fide`lement entre autres sur H1(X0(p
n) ; Q) et sur la jacobienne
J0(p
n) de la courbe modulaire. Soit Ae l’ide´al annulateur dans T de e (ide´al
d’enroulement) ; on de´finit alors le quotient d’enroulement Je0 comme la varie´te´
abe´lienne quotient J0(p
n)/AeJ0(pn). De fac¸on similaire a` Merel dans [Merel 95],
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un the´ore`me de Kolyvagin-Logachev nous permet de montrer dans la section 3
le :
The´ore`me 1.5 Je0 (Q) est fini.
Soit maintenant l’application naturelle fd : X0(p
n)
(d)
lisse → Je0 , qu’on a normalise´e
par ∞(d) 7→ 0. On montre “par les arguments standards” que le fait que fd soit
une immersion formelle en ∞(d)Fl contredit l’existence de notre point j′(d) (voir
la sous-section 4.12). Or on a le “crite`re de Kamienny” :
The´ore`me 1.6 On a e´quivalence entre :
1. fd est une immersion formelle en ∞(d)Fl , et
2. T1e, ..., Tde sont Fl-line´airement inde´pendants dans Te/lTe.
De plus, ces deux conditions sont satisfaites si l’est :
3. T1{0,∞}, ..., Td.s{0,∞} sont Fl-line´airement inde´pendants dans l’espace
vectoriel H1(X0(p
n), pointes ; Z) ⊗ Fl (ici et pour la suite, s de´signe le
plus petit nombre premier diffe´rent de p).
(Le fait que la dernie`re condition implique les pre´ce´dentes est une remarque
d’Oesterle´ en niveau premier, utilise´e de´ja` par Merel ; ce the´ore`me sera de´montre´
dans la section 4). Il suffit donc maintenant de prouver :
Proposition 1.7 Soit C :=
√
65, si p est diffe´rent de 2, et C :=
√
129 si
p est 2. Si pn ≥ C2.(sd)6, alors les Ti{0,∞}, 1 ≤ i ≤ sd sont F-line´airement
inde´pendants (dans le F-espace vectoriel H1(X0(p
n), pointes ; Z)⊗F) pour tout
corps F.
De cette proposition, dont la de´monstration occupe la section 5, de´coule donc
le :
Corollaire 1.8 Soit E une courbe elliptique sur un corps K de degre´ d sur Q.
Si E(K) posse`de un point P d’ordre une puissance pn d’un nombre premier p,
on a :
1. pn ≤ 65.(3d − 1).(2d)6 , si p est diffe´rent de 2 et 3 ;
2. Si p = 3, pn ≤ 65.(5d − 1).(2d)6 ;
3. et pour p = 2, 2n ≤ 129.(3d − 1).(3d)6.
Remarques. Le the´ore`me de Mordell-Weil assure que pour tous K et E comme
ci-dessus, il existe deux entiers n1 et n2 tel que E(K)tors ∼= Z/n1Z×Z/n2Z. On
borne donc ainsi le cardinal de tous les p-groupes de E(K)tors, et avec la borne
de Merel-Oesterle´ pour les nombres premiers p pouvant intervenir on obtient
une borne effective “globale” pour l’ensemble {card(E(K)tors) | K est un corps
de nombres de degre´ d et E est une courbe elliptique sur K}.
Une telle borne globale semble de toute fac¸on assez facile a` ame´liorer en
reprenant les arguments de ce papier directement en niveau N entier quelconque.
La preuve dans son ensemble ayant e´te´ esquisse´e, nous allons montrer dans
la suite, dans l’ordre indique´, les diffe´rentes propositions utilise´es.
2 Quotients de courbes elliptiques.
On prouve le lemme 1.4 :
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Proposition 2.1 Soit E une courbe elliptique sur un corps de nombres K,
notons E son mode`le de Ne´ron sur OK , et soit P un point K-rationnel de
E, d’ordre une puissance pn d’un nombre premier p. Soit encore k un entier,
et L une place de OK qui ne soit pas au-dessus de p. Supposons qu’en L, E
ait re´duction multiplicative de´ploye´e, et que pk−1.P ne se re´duise pas dans la
composante neutre de Ek(L). Alors la re´duction de P dans la fibre en L du
mode`le de Ne´ron E ′ de E/〈pk.P 〉 est d’ordre exactement pk dans son groupe de
composantes.
Preuve. Pour simplifier les notations, e´crivons OK pour ce qui sera son localise´
en L, et F son corps re´siduel (isomorphe a` k(L), donc dont la caracte´ristique
est l 6= p). On a la suite exacte de sche´mas en groupes sur F (comme faisceaux
f.p.p.f.) :
0→ Gm,F → EF → (Z/NZ)F → 0.
Soit a l’entier positif tel que 〈pa.P 〉F = 〈pa.P˜ 〉 = 〈P˜ 〉 ∩ E0F (⊆ 〈pk.P˜ 〉), ou` on
a note´ E0F la composante neutre de la fibre spe´ciale du mode`le de Ne´ron de E.
On a a ≥ k, et pa divise N . Il suffit de montrer que EF/〈pk.P 〉F est un ouvert
de E ′F , car alors le lemme est e´vident : on peut travailler dans EF /〈pk.P 〉F , ou`
il est clair par le choix de k que l’image de P est d’ordre pk dans le groupe des
composantes.
Premie`re e´tape. Montrons qu’on a EF /〈pk.P 〉F = (E/〈pk.P 〉)F . Le groupe
fini G := (Z/pn−kZ) agit sur E/OK par addition de pk.P . Comme E/OK est
quasi-projectif, l’orbite sous G de chaque point est contenue dans un affine.
Donc on sait que tout ouvert affine Spec(A), stable par G, de E/OK donne les
ouverts Spec(AG⊗OKF ) et Spec((A⊗OKF )G) de (E/〈pk.P 〉)F et EF /〈pk.P 〉F
respectivement (voir [Serre], III §12, [Mumford], III §12). On a donc juste a`
ve´rifier que le morphisme canonique entre les deux anneaux ci-dessus est un
isomorphisme. Il suffit pour cela de remarquer que, |G| e´tant inversible dans A,
le projecteur A→ AG qui envoie x sur 1|G|
∑
G g(x) commute au changement de
base.
Deuxie`me e´tape. Pour pouvoir de´duire de la proprie´te´ universelle des mode`les
de Ne´ron un prolongement a` tout Spec(OK) du morphisme sur la fibre ge´ne´rique
(E/〈pk.P 〉)K → E ′K , on doit ve´rifier que le premier sche´ma est lisse sur Spec(OK).
Conside´rons la suite exacte de sche´mas :
0→ (Z/pn−kZ)/OK → E/OK → (E/〈pk.P 〉)/OK → 0 ;
ils sont tous ici localement de pre´sentation finie, puisque localement de type
fini sur un anneau noethe´rien. De plus, le premier sche´ma de la suite est e´tale
sur OK ; puisque (Z/pn−kZ) agit librement sur E/OK , la seconde fle`che est finie
e´tale (voir [Katz-Mazur], the´ore`me A7.1.1). E´tant donne´es nos hypothe`ses, la
lissite´ sur OK du dernier sche´ma re´sulte par exemple de la proposition 17.7.7
de [EGA IV].
Troisie`me e´tape. On conside`re donc le morphisme prolonge´ (E/〈pk.P 〉)/OK →
E ′/OK . Le premier sche´ma est se´pare´ sur la base. On peut donc appliquer la
proposition 3.2 de l’expose´ IX de [SGA 7-I] : et dire que ce morphisme est une
immersion ouverte. En se restreignant a` la fibre spe´ciale, et en se servant de la
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premie`re e´tape, on peut bien voir comme on le voulait plus haut EF /〈pk.P 〉F
comme un ouvert de E ′F . ✷
3 L’alge`bre de Hecke pour Γ1 en niveau et poids
quelconques.
On a introduit dans le “sche´ma de la preuve” l’alge`bre de Hecke sur Z
pour Γ0. On va maintenant se placer dans un cadre un peu plus ge´ne´ral : ce
qu’on notera dans cette section TZ ou simplement T de´signera l’alge`bre de
Hecke “pour Γ1, en niveau et poids quelconques” comme intitule´ (pour plus de
de´tails, voir la sous-section suivante). On notera TQ et TC les tensorisations
de T avec Q et C respectivement. Le but de ce qui suit est d’expliciter ma-
triciellement l’action de TQ sur l’espace des formes paraboliques de poids λ
pour Γ1(N), ou` N est un entier quelconque. Pour cela, on se sert des re´sultats
de [Atkin-Lehner 70] ge´ne´ralise´s (voir par exemple [Lang], ou [Diamond-Im] ;
ces re´fe´rences seront constamment utilise´es). On en de´duira la forme de TQ
comme Q-alge`bre abstraite, ce qui permettra ensuite, en se restreignant au cas
de poids 2 et de caracte`re trivial (i.e., formes modulaires sur Γ0(N)), de prouver
la finitude du quotient d’enroulement sur Q en niveau quelconque (the´ore`me
3.9) - meˆme si on n’a besoin pour le the´ore`me 1.5 que des niveaux puissance
d’un nombre premier.
3.1 Rappels.
On commence par fixer les notations : soit f =
∑
n≥1 anx
n une se´rie formelle
a` coefficients dans un corps, en une variable ; soit λ et N deux entiers, et ε
l’extension a` Z d’un caracte`re de Dirichlet sur (Z/NZ)× (on pose ε(n) = 0
si (n ∧ N) 6= 1). On note tp, Uq, Bd (p, q, premiers, d entier quelconque), les
ope´rateurs de´finis formellement (voir [Atkin-Lehner 70]) par :
tp(f) =
∑
n≥1(anp + ε(p)p
λ−1 an/p)x
n ;
Uq(f) =
∑
n≥1 anp x
n ;
Bd(f) =
∑
n≥1 anx
nd =
∑
n≥1 an/dx
n ,
ou` on pose an/m = 0 si m ne divise pas n. On a les relations de commutation
suivantes :
Bd ◦Bd′ = Bd′ ◦Bd, pour tous d, d′ dans N ;
tp ◦Bd = Bd ◦ tp, si p et d sont premiers entre eux ;
tp ◦ tp′ = tp′ ◦ tp pour tous p et p′ premiers ;
tp ◦ Uq = Uq ◦ tp si p 6= q ;
Uq ◦ Uq′ = Uq′ ◦ Uq , pour tous q et q′ premiers ;
Uq ◦Bd = Bd ◦ Uq, si d et q′ sont premiers entre eux.
De plus,
Uq ◦Bqk = Bqk−1 .
Conside´rons maintenant l’espace des formes modulaires de poids λ pour Γ1(N)
a` coefficients dans Z, Sλ(Γ1(N)), et sa tensorisation par Q, Sλ(Γ1(N))⊗ZQ,
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qu’on e´crira Sλ(Γ1(N))Q (de meˆme, Sλ(Γ1(N))C). On peut de´finir l’alge`bre de
Hecke d’endomorphismes de ceQ-espace, comme on le disait pre´ce´demment, qui
est engendre´e par les ope´rateurs Tp (p premier), et les ope´rateurs diamants 〈n〉
(pour les n premiers au niveau N). Un e´le´ment de Sλ(Γ1(N))Q ⊂ Sλ(Γ1(N))C
peut eˆtre vu comme une fonction f(z) holomorphe sur le demi-plan de Poincare´,
et on peut e´crire son de´veloppement de Fourier en l’infini pour arriver a` l’expres-
sion :
f(x) =
∑
n≥1
an x
n ,
ou` x = e2ipiz, et les an sont dans Q. L’action des ope´rateurs de Hecke Tp sur
Sλ(Γ1(N))Q est alors pre´cise´ment celle de´crite plus haut par ope´rateurs tp, si
p ne divise pas N , et Uq si q divise N ; on conserve de´sormais cette notation
“mixte” pour nous des Tp , Uq, qui est celle d’Atkin-Lehner. On rappelle alors
le the´ore`me principal de leur the´orie (voir [Diamond-Im], [Lang]) :
The´ore`me 3.2 (Atkin-Lehner) L’espace Sλ(Γ1(N))C se de´compose en une
somme directe :
Sλ(Γ1(N))C =
⊕
ε
Sλ(N, ε),
ou` Sλ(N, ε) de´signe l’espace propre correspondant au caracte`re de Dirichlet ε,
et la somme est prise sur tous les tels ε ve´rifiant ε(−1) = (−1)λ.
Chaque espace Sλ(N, ε)C posse`de a` son tour une base Bε compose´e de sous-
bases Bεf du type suivant :
Bεf = {f(kz), k|(N/M)} = {Bk(f), k|(N/M)} ,
ou` f est une newform en niveau M , de caracte`re χ (sur (Z/MZ)×) tel que
l’extension de χ a` (Z/NZ)× e´gale ε ; si C est le conducteur de ε (ou de χ), on
a : C|M |N . Si N = M , alors Bεf ne comporte qu’un e´le´ment, et on l’appelle
une newclass ; sinon, Bεf est une oldclass. On note Eεf le sous C-espace de
Sλ(N, ε)C ⊂ Sλ(Γ1(N))C engendre´ par Bεf .
Pour p premier a` M , (respectivement, q premier divisant M), f est un
vecteur propre de Tp (respectivement Uq), et la valeur propre associe´e est le
p-ie`me coefficient ap de f , (qui, puisque newform, est suppose´e normalise´e par
a1 = 1).
Dans le cas ou` ε est trivial (formes modulaires pour Γ0(N)), si q
2 divise M ,
on a Uq(f) = 0, tandis que si q - mais pas son carre´ - divise M (ce qu’on note
q||M), Uq(f) = ±f .
On va donc maintenant e´crire matriciellement l’action de l’alge`bre de Hecke TC
sur Sλ(Γ1(N))C, en e´crivant cet espace comme somme de facteurs Sλ(N, ε)C,
qu’on de´compose a` leur tour en somme des Eεf qui correspondent aux classes
du the´ore`me. (On en de´duira a` chaque fois l’action de TQ sur Sλ(Γ1(N))Q,
en le de´composant en sous-Q-espaces Eεf dont la tensorisation avec C donne la
somme des conjugue´s sous Galois des Eεf .) On commencera d’abord (3.3) par
e´tudier le cas de “co-niveau” puissance de premier, c’est-a`-dire le cas ou`, avec
les notations du the´ore`me, (N/M) = pk pour p premier - (et c’est encore une
fois le seul cas dont on ait besoin dans le reste du papier). Puis on traitera le
cas ge´ne´ral en 3.4.
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3.3 Cas de co-niveau qu’un seul premier p divise.
Soit donc f ∈ Sλ(N, ε)C, qui est une newform en niveauM , avec N/M = pk.
On a alors Bf = {(f(z), f(pz), f(p2z), . . . , f(pkz)} = {f,Bp(f), . . . , Bpk(f)}.
Examinons l’action des diffe´rents ope´rateurs de Hecke sur Ef : d’apre`s les re´sul-
tats pre´ce´dents, les ope´rateurs Tl, l ne divisant pas N , et Uq, q divisant M et
diffe´rent de p, de meˆme que les ope´rateurs diamants, agissent diagonalement
sur Ef , puisqu’ils ont f comme vecteur propre et qu’ils commutent avec les
Bpj , 0 ≤ j ≤ k. Puisque TZ ope`re sur Sλ(Γ1(N))Z, qui est un Z-module libre
de rang fini, les valeurs propres des Tl sont des entiers alge´briques. Et il existe
un corps de nombre Kf contenant tous les ap (car l’alge`bre de Hecke est un
Z-module de type fini).
Remarque. Le corps de nombres engendre´ par les valeurs propres associe´es a`
f de TQ n’est pas plus grand que Kf : en effet, meˆme s’il contient, en plus des
an, les valeurs propres des ope´rateurs diamants, la relation p
λ−1〈p〉 = T 2p − Tp2
(pour tout p premier ne divisant pas le niveau) montre que ces valeurs propres
appartiennent a` Kf .
En caracte`re trivial, les Uq sont triviaux, puisque leurs valeurs propres en f
sont soit 0, soit 1, soit −1 ; dans ce cas encore, les coefficients an de f sont de
plus totalement re´els : en effet, les ope´rateurs de Hecke sont auto-adjoints pour
le produit scalaire de Petersson :
〈f, g〉 =
∫ ∫
z=x+iy∈D
f(z) g(z) yλ−2 dx dy ,
qui fait de S2(N)C un espace de Hilbert (on a de´signe´ par D dans l’inte´grale
un domaine fondamental du demi-plan de Poincare´ pour Γ0(N)). (En fait, on
de´finit un produit scalaire de Petersson pour tout Sλ(Γ1(N))C, pour lequel les
Tl sont normaux (sinon auto-adjoints), et pour lequel la de´composition en E
ε
f
est orthogonale - voir la preuve de 3.7.)
Revenant au cas ge´ne´ral, on conside`re maintenant l’action de Up. Pour cela,
on distingue deux cas : selon que p divise ou non M .
3.3.1 Si p divise M .
L’ope´rateur Up de l’alge`bre de Hecke en niveau N est le meˆme que celui de
niveau M , et donc avec le lemme plus haut,{
Up(f) = ap f, et
Up(Bpj(f)) = Bpj−1(f) si j ≥ 1 .
8
Dans la base Bf , Up est donc sous la forme (M1) :
Up =

ap 1
0 0 1
. . . . .0
.
.
.
.
.
0 . . . . . 0
.
.
.
.
1
.
.
.
.
.
.
.

.
Si ap = 0, la matrice pre´ce´dente n’a qu’un bloc de Jordan, et la restriction Rf de
l’alge`bre de Hecke TQ au Q-espace Eεf qu’on a de´fini plus haut (correspondant
sur C a` la somme des conjugue´s par Galois de Eεf ), est de forme :
Rf = Kf [Up] ≃ Kf [X]/(Xk+1).
Sinon, on a pour Up deux blocs de Jordan, un petit correspondant a` la valeur
propre ap, et un gros, correspondant a` 0 ; en tant que Q-alge`bres, on a donc
l’isomorphisme
Rf ≃ Kf ×Kf [X]/(Xk).
Remarque. Le fait que le corps du deuxie`me facteur de Rf soit bien tout
Kf , malgre´ l’absence de la valeur propre ap, peut se voir par un argument de
dimension des espaces cotangents ; ou bien avec les re´sultats d’Atkin-Lehner, qui
disent moralement qu’une newform est caracte´rise´e par “tous ses coefficients de
Fourier moins un nombre fini”.
Application au cas de caracte`re trivial. Dans ce cas, si p2 divise M ,
ap = 0, et Rf ≃ Kf [X]/(Xk+1) ; la base Bεf diagonalise Up. Si en revanche p -
mais pas son carre´ - divise M , on a ap = ±1, donc Rf ≃ Kf ×Kf [X]/(Xk), et
on voit facilement que la nouvelle base de Eεf :
B′f = {f, Bp(f)− apf, Bp2(f)− f, . . . , Bp2j (f)− f, Bp2j+1(f)− apf, . . .}
est de Jordan pour Up et donc triangulise toute la restriction de l’alge`bre de
Hecke a` Eεf .
3.3.2 Si p ne divise pas M .
Le fait nouveau par rapport au cas pre´ce´dent est que l’alge`bre de Hecke en
niveau N , TN,C, qu’on fait agir sur E
ε
f , n’est plus la restriction a` cet espace
de l’alge`bre de Hecke en niveau M : le “bon” p-ie`me ope´rateur de Hecke, celui
pour lequel f est un vecteur propre, est Tp, mais puisqu’on s’inte´resse a` T en
niveau N , on doit conside´rer a` la place l’ope´rateur Up.
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Puisque f est propre pour Tp, on a :
Tp(f) =
∑
n≥1
(anp + ε(p) p
λ−1 an/p)x
n = ap f ,
et les coefficients de f ve´rifient donc pour tout n les relations :
ap an = anp + ε(p) p
λ−1 an/p.
On calcule alors :
Up(f) =
∑
n≥1
anp x
n
=
∑
n≥1
(apan − ε(p) pλ−1 an/p)xn
= apf − ε(p) pλ−1 Bp(f).
La matrice de Up dans Bf est donc (M2) :
Up =

ap
(−ε(p) pλ−1)
0
1
0 1
0 1
. . . . .0
.
.
.
0 . . . . . 0
.
.
.
.
1
.
.
.
.
.
.
.

.
Le polynoˆme caracte´ristique de la restriction de Up a` E
ε
f est
PUp(X) = (X
2 − apX + ε(p) pλ−1).Xk−1 ,
et les racines αp et αp du premier facteur sont simples si ap
2 6= 4ε(p) pλ−1, dou-
bles (valant ±√ε(p)pλ−12 ) sinon ; dans ce deuxie`me cas on voit sur le rang de Up
qu’il a deux blocs de Jordan, un pour chaque valeur propre (0 et ±√ε(p)pλ−12 ).
Remarque. En caracte`re trivial et poids 2, ce dernier cas, (qui correspond a`
une valeur maximale de ap selon la borne de Weil, qui dit que |ap| ≤ 2√p),
est en fait exclu, par un the´ore`me non encore publie´ de Coleman et Edixhoven
([Coleman-Edixhoven 96]) ; on l’explicite quand meˆme - en attendant.
Si ap
2 6= 4ε(p) pλ−1, dans une base convenable la restriction de Up a` Eεf s’e´crit
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(M3) :
Up =

αp
0
0
αp
0
0
0 1
0 1
. . . 0
.
.
.
.
0 . . . . 0
.
.
.
1
.
.
.
.
.

.
Dans ce cas-la`, si on pose K ′f = Kf [X]/(X
2 − apX + ε(p) pλ−1), (qui n’est pas
ne´ce´ssairement un corps), la restriction de TQ a` Eεf est
Rf ≃ K ′f ×Kf [X]/(Xk−1).
On note (cela servira dans la suite) qu’un vecteur propre associe´ a` la valeur
propre 0 est (Bp2(f)− apε(p)pλ−1Bp(f) + 1ε(p) pλ−1f).
Si ap
2 = 4ε(p) pλ−1, on a de meˆme dans une base convenable l’e´criture ma-
tricielle (M4) :
Up|Eε
f
=

ap
2
1
0
ap
2
0
0
0 1
0 1
. . . 0
.
.
.
.
0 . . . . 0
.
.
.
1
.
.
.
.
.

.
Alors avec les notations pre´ce´dentes,
Rf ≃ Kf [X]/(X2)×Kf [Y ]/(Y k−1).
Une base de Ker(Up − αp Id) est {apf − 2ε(p)pλ−1Bp(f)}, et bien suˆr le meˆme
vecteur (Bp2(f)− apε(p)pλ−1Bp(f)+ 1ε(p)pλ−1 f) que pre´ce´demment engendre Ker(Up).
3.4 Cas de co-niveau quelconque.
Soit maintenant f ∈ Sλ(N, ε)C, qui est une newform en niveau M , avec
N/M = n quelconque cette fois. On a alors Bf = {Bd(f), d|n}. On examine
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a` nouveau l’action des diffe´rents ope´rateurs de Hecke : les ope´rateurs Tl, l ne
divisant pas N , et Uq, q ne divisant pas n, agissent toujours diagonalement sur
Eεf , comme en co-niveau premier. Soit q un premier divisant n. Notons m la
valuation en q de n : qm||n. Alors, on construit pour Uq une base qui lui est
approprie´e, en ordonnant partiellement la base Bf ainsi : pour d parcourant les
diviseurs de n/qm, on note Bq,df = {Bd(f), Bdq(f), Bdq2(f), . . . , Bdqm(f)}, et
on e´crit
Bqf = {f,Bq(f), Bq2(f), . . . , Bqm(f), Bd(f), Bdq(f), Bdq2(f), . . . , Bdqm(f), . . .}
comme la re´union sur d de ces Bq,df . (Le nombre des diffe´rentes bases Bq,df est
σ0(n/q
m) (nombre de diviseurs de n/qm).) On de´duit des relations de commu-
tation entre les ope´rateurs conside´re´s et de ce qui pre´ce`de que, dans la base Bqf ,
on a :
Uq|Ef =

Bq1 0 · · · 0
0 Bqd2 · · · 0
...
. . .
0 . . . . . . Bqdσ0(n/qm)
 ,
ou` chaque Bqd, d|(n/qm) est une matrice repre´sentant la restriction de Uq a`
l’espace engendre´ par Bq,df - que Uq laisse stable. La forme de Bqd ne de´pend en
fait pas de d, mais uniquement de q. En effet :
Si q divise M , alors chaque Bqd est une bloc de forme (M1), et on peut trou-
ver une nouvelle base de l’espace engendre´ par Bq,df , dans laquelle on a Bqd
e´quivalente si ap 6= 0 a`
aq
0
0
0 1
0 1
. . . 0
.
.
.
.
0 . . . . 0
.
.
.
1
.
.
.
.
.

,
et sinon a` un bloc de Jordan nilpotent.
Si q ne divise pas M , on conclut toujours comme dans la sous-section pre´ce`dente
que Bqd = M2, e´quivalente si aq
2 6= 4ε(q)qλ−1 a` (M3), et si aq2 = 4ε(q)qλ−1 a`
(M4). Maintenant, si on note E
q
f le sous-espace de Sλ(N, ε)C engendre´ par
Bq,1f = {f,Bq(f), Bq2(f), . . . , Bqm(f)}, alors Uq agit comme pre´cise´ ci-dessus
sur Eqf , et on peut conside´rer E
ε
f comme le produit tensoriel sur C :
Eq1f ⊗Eq2f ⊗ · · · ⊗ Eqmf ,
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ou` les qi sont les nombres premiers divisant n. Et Sλ(N, ε)C, a` son tour, est la
somme directe des tels Eεf .
On re´sume tout c¸a :
The´ore`me 3.5 L’entier naturel N est quelconque.
L’alge`bre de Hecke TQ, vue comme sous-alge`bre des endomorphismes de
Q-espace vectoriel de Sλ(Γ1(N))Q, s’e´crit comme un produit d’anneaux :
TQ = Rf1 ×Rf2 × · · · ×Rfk ,
ou` chacun de ces Rfi correspond a` l’orbite sous Galois d’une newform fi en
niveau Mi divisant N , et caracte`re ε.
Plus pre´cise´ment, le facteur Rfi est la restriction de TQ au sous-espace Efi
de Sλ(Γ1(N))Q, qui est engendre´ sur Q par les orbites sous Galois des Bd(fi),
d parcourant les diviseurs de N/Mi.
Si Kfi de´signe le corps de nombres engendre´ par les coefficients an du
de´veloppement de Fourier de fi a` l’infini, l’ide´al Rfi est de forme un produit
tensoriel d’anneaux des quatre types suivants :
• Kfi [X]/(Xn) ;
• Kfi ×Kfi [X]/(Xn) ;
• Kfi [X]/(X2 − aqX + ε(q)qλ−1)×Kfi [Y ]/(Y n) ;
ou encore :
• Kfi [X]/(X2)×Kfi [Y ]/(Y n).
Notons un corollaire partiel de ce the´ore`me qui nous servira dans la suite :
Corollaire 3.6 Soit A une alge`bre de dimension finie sur un corps K, et qui a
un unique ide´al minimal non trivial ; alors A est de Gorenstein, i.e. son dual en
tant que K-espace vectoriel, A∨, est un A-module libre de rang 1. En particulier,
l’alge`bre de Hecke sur Q (pour Γ1, en niveau et poids quelconques) TQ, est de
Gorenstein.
Preuve. Soit A une alge`bre comme dans l’e´nonce´. Son ide´al minimal est par
de´finition principal, engendre´ par n’importe lequel de ses e´le´ments non nuls.
Soit g l’un de ceux-la`. Il existe un e´le´ment L de A∨ qui ne s’annule pas en g.
On en de´duit donc que le noyau de l’application line´aire :{
A → A∨
a 7→ (x 7→ L(a.x))
est un ide´al trivial de A, puisqu’il ne contient pas l’ide´al minimal. Donc cette
application est injective, et en fait bijective puisque les deux espaces A et A∨
ont meˆme dimension.
Pour ce qui est de TQ, le the´ore`me pre´ce´dent dit qu’elle se de´compose
en produits d’anneaux de la forme K[X1,X2, . . . ,Xn]/(X
m1
1 X
m2
2 . . . X
mn
n ), ou`
K est un corps de nombres (en effet, chaque Afi se de´compose encore ainsi).
Puisque K[X1,X2, . . . ,Xn]/(X
m1
1 X
m2
2 . . . X
mn
n ) posse`de un seul ide´al minimal,
et puisque la proprie´te´ d’eˆtre de Gorenstein est clairement stable par somme
directe finie, on peut appliquer la premie`re partie de la proposition. ✷
Montrons aussi un re´ultat dont on se sert dans la sous-section suivante (et
qui sera rede´montre´ en partie en 4.7 graˆce a` 3.6) :
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Proposition 3.7 Pour tous niveau N et poids λ, Sλ(Γ1(N))Q est un TQ-
module libre de rang 1.
Preuve. On a un accouplement parfait [ , ], C-biline´aire :{
Sλ(Γ1(N))C ×TC → C
(f =
∑
n≥1 anq
n, T ) 7→ a1(Tf) ,
qui est de´fini sur Q, pour lequel tout ope´rateur de l’alge`bre de Hecke est auto-
adjoint. Maintenant, notons 〈 , 〉P le produit scalaire de Petersson. Appelons
σ l’involution sur Sλ(Γ1(N))C de´finie par l’ope´ration de conjugaison complexe
des coefficients de Fourier en l’infini d’une forme parabolique. Rappelons aussi
l’ope´rateur (classique) WN , dont l’ope´ration sur Sλ(Γ1(N))C est de´finie par
WN (f(z)) = N
−λ/2z−λf(−1/Nz) ; il ve´rifie W 2N = (−1)λ, et l’adjoint pour le
produit scalaire de Petersson de tout ope´rateur de Hecke Tn est WNTnW
−1
N (de
meˆme, l’adjoint de l’ope´rateur diamant 〈n〉 pour n premier a` N estWN 〈n〉W−1N )
(voir par exemple [Diamond-Im], I.4). Conside´rons alors l’alte´ration suivante :
(f, g)→ {f, g} = 〈f, σ◦WN (g)〉P du produit scalaire de Petersson, c’est-a`-dire :{
Sλ(Γ1(N))C × Sλ(Γ1(N))C → C
(f, g) 7→ ∫∆(∑n≥1 anqn)WN (∑n≥1 bnqn) yλ dx dyy2 ,
ou` (
∑
n≥1 anq
n) et (
∑
n≥1 bnq
n) sont les de´veloppements de Fourier de f et
g respectivement en l’infini, et ∆ est un domaine fondamental du quotient du
demi-plan de Poincare´ par Γ1(N). Par construction, ce produit est C-biline´aire,
et pour lui e´galement l’alge`bre de Hecke est auto-adjointe. Les deux accouple-
ments [ , ] et { , } pre´sentent donc respectivement TC et Sλ(Γ1(N))C comme
les duaux comme C-espaces de Sλ(Γ1(N))C, ce qui donne un isomorphisme
de C-espaces vectoriels entre eux. Mais l’auto-adjonction de TC pour les deux
montre que cette application est aussi un morphisme de TC-module, donc que
Sλ(Γ1(N))C est un TC-module libre de rang 1. Enfin, que ceci soit vrai sur Q
est une conse´quence du re´sultat de ge´ome´trie alge´brique e´le´mentaire suivant : si
k est un corps infini dont K est une extension, si R est une k-alge`bre et M un
R-module qui est un k-espace vectoriel de dimension finie, et tel que M ⊗k K
soit un R ⊗k K-module libre de rang 1, alors M est soi-meˆme un R-module
libre de rang 1. Ce re´sultat se montre comme suit. Choisisons des e´le´ments ri
de R, 1 ≤ i ≤ dimkM , tel que les ri.y forment une K-base de M ⊗kK pour un
y de M ⊗k K. La fonction f qui a` tout e´le´ment x de M associe le de´terminant
de (ri.x) est polynoˆmiale en les coordonne´es de x dans une k-base de M , et
n’est pas nulle sur M ⊗k K. Ce qui veut dire que le polynoˆme correspondant
est non nul, et comme k est infini, on a bijection entre polynoˆmes et fonctions
polynoˆmiales sur M : donc f ne peut eˆtre uniforme´ment nulle sur M , et M est
un R-module de rang 1. Qu’enfin M soit R-libre provient de sa R⊗kK-fide´lite´
apre`s extension des scalaires a` K. ✷
3.8 Finitude du quotient d’enroulement.
On la de´montre en niveau quelconque, avec les re´sultats qui pre´ce`dent ap-
plique´s au cas de poids λ e´gal a` 2, le caracte`re ε e´tant trivial. Soit N un
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entier ; on conside`re la courbe modulaire X0(N)Q et sa jacobienne J0(N)Q sur
Q. On rappelle les notations de l’introduction, dans ce cadre plus ge´ne´ral : e
de´signe l’e´le´ment d’enroulement, c’est-a`-dire l’e´le´ment de H1(X0(N) ; Q) de´fini
par l’inte´gration entre ze´ro et l’infini sur notre courbe modulaire ; Ae de´signe
l’ide´al d’enroulement, c’est-a`-dire l’ide´al annulateur dans TZ de e. Notons aussi
Ae,Q = Ae⊗ZQ. Le quotient d’enroulement Je0 est la varie´te´ abe´lienne quotient
J0(N)/AeJ0(N).
The´ore`me 3.9 Je0 (Q) est fini.
Preuve. Notons d’abord S2(N)Q le Q-espace des formes paraboliques de poids
deux pour Γ0(N) a` coefficients dans Q, et Cot0(J0(N)Q) l’espace cotangent a`
J0(N)Q en ze´ro ; on a les identifications suivantes :
S2(N)Q ≃ H0(X0(N)Q,Ω1) ≃ H0(J0(N)Q,Ω1) ≃ Cot0(J0(N)Q),
et S2(N)Q est un T⊗ZQ-module libre de rang 1 (3.7, ou la proposition 4.7 de
la section suivante).
L’alge`bre de Hecke a` coefficients dans Q s’e´crit donc comme on l’a explicite´
plus haut, i.e. comme un produit d’anneaux (ou comme une somme directe
d’ide´aux) Rf , correspondants aux restrictions de TQ aux orbites sous l’action
du groupe de Galois des newforms f de niveau M divisant N .
D’apre`s le the´ore`me d’Atkin-Lehner (the´ore`me 3.2), si on note S2(M)
new
C
le sous-C-espace de S2(M)C engendre´ par les newforms de niveau M , on a en
faisant la somme directe des ope´rateurs Bd convenables un isomorphisme de
C-espaces vectoriels :
⊕M |N⊕d|(N/M)S2(M)newC ∼→ S2(N)C.
Graˆce a` l’interpre´tation en termes d’espaces cotangents des espaces de formes
paraboliques, on de´duit des ope´rateurs Bd des isoge´nies J0(M)Q
B∗
d→ J0(N)Q
(les ope´rateurs Bd sont de´finis sur Q), et pour tout M on de´finit J0(M)new :=
J0(M)/(
∑
d|M Im(B
∗
d)). On de´duit alors de l’isomorphisme pre´ce´dent (entre es-
paces de formes paraboliques) l’isoge´nie :
J0(N)Q → ⊕M |N⊕d|(N/M)J0(M)Q,new.
On a, encore et toujours selon la de´composition d’Atkin-Lehner, des isoge´nies
J0(M)Q,new → ⊕GQfJf , ou` la somme est prise sur les orbites sous Galois GQf
des newforms f en niveau M , et Jf est la varie´te´ abe´lienne “de´coupe´e” dans
J0(M)Q avec la forme f : avec les notations de 3.5, l’annulateur AnnTQf de f
dans TQ est R
f := ⊕g 6=fRg, donc Jf est isoge`ne a` J0(M)Q/RfJ0(M)Q. On a
donc pour finir l’isoge´nie :
J0(N)Q → ⊕GQ.f (Jf )σ0(N/M),
ou` la somme est prise sur les orbites sous l’action de Galois de toutes les new-
forms en niveaux M divisant N .
L’accouplement biline´aire :{
H1(X0(N) ; Q)× S2(N)C → C
(c, f) 7→ 〈c, f〉 = ∫c f(z)dz
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est non de´ge´ne´re´, et pour lui les ope´rateurs de Hecke sont auto-adjoints.
On va d’abord prouver :
Lemme 3.10 Soit f une newform en niveau M divisant N tel que 〈e, f〉 6= 0.
Alors Ae ∩Rf = {0}.
Preuve du lemme. Calculons l’effet de BD (D entier quelconque) sur
l’accouplement :
〈e,BD(f)〉 =
∫
e
f(D.z)dz = i
∫ ∞
0
f(iDz)dz =
i
D
∫ ∞
0
f(iz)dz =
1
D
〈e, f〉.
Avant de faire des calculs explicites, expliquons l’ide´e de la preuve. On
a vu que S2(N)Q e´tait un TQ-module libre de rang 1 : comme tel, selon le
the´ore`me 3.5, il est isomorphe a` un produit de Q-espaces vectoriels de type
K[X1, . . . ,Xn]/(X
m1
1 . . . X
mn
n ), sur lesquels la restriction de TQ a la meˆme
forme, et agit par simple multiplication. Si donc on prend un e´le´ment t =∑
j λj X
mj1
1 X
mj2
2 . . . X
mjn
m de la “partie”K[X1, . . . ,Xn]/(X
m1
1 . . . X
mn
n ) deTQ ∩ Ae,
en le multipliant par des monoˆmes judicieux de K[X1, . . . ,Xn]/(X
m1
1 . . . X
mn
n )
(vu cette fois comme le sous-espace des formes modulaires sur lequel t agit),
on aura que l’accouplement de e avec des monoˆmes de type λjX
α1
1 . . . X
αn
n sera
nul, pour tous les λj . Mais de tels monoˆmes correspondront a` des “de´calages”
par des ope´rateurs Bd de notre newform originelle f , de´calages qui, comme le
montre l’inte´gration par partie ci-dessus, ne font que multiplier le produit 〈e, f〉
par des constantes non nulles. On de´duira donc de la non nullite´ de ce produit
〈e, f〉 que tous les coefficients λj sont nuls, et donc t.
E´crivons-le maintenant pre´cise´ment. Soit t e´le´ment deRf . On a les e´quivalen-
ces suivantes :
(t.e = 0)⇔ (∀g ∈ S2(N)C, 〈t.e, g〉 = 0)⇔ (∀g ∈ Bf , 〈e, t.g〉 = 0).
Supposons de plus t dans Ae. On de´compose Ef comme somme directe des
intersections des sous-espaces caracte´ristiques des ope´rateurs Uq pour q divisant
N . Conside´rons la restriction t˜ de t a` l’un de ces sous-espaces, E˜f . On e´crit t˜
comme un polynoˆme en les Uq, pour q divisant N , a` coefficients dans Q[Tl, ...]
(l ne divisant pas N), c’est-a`-dire a` coefficients dans (un corps isomorphe a`)
Kf . On peut ne conside´rer que les Uq qui n’agissent pas diagonalement sur E˜f .
Si on note αq la valeur propre de Uq sur E˜f , alors uq := (Uq − αqId|E˜f ) est
nilpotent.
On e´crit donc t˜ sous forme d’un polynoˆme :
t˜ =
∑
j≥0
λj u
αj1
q1 u
αj2
q2 . . . u
αjm
qm ,
ou` les multi-indices αjk sont ordonne´s par exemple de fac¸on lexicographique
(j < j′ si αjs < α
j′
s , ou` s := inf{r tel que αjr 6= αj′r }).
D’apre`s la re´duction de Jordan de la partie pre´ce´dente, il existe des polynoˆmes
en Bqj : Pj(Bqj ), et un e´le´ment :
g1 := [P1(Bq1)⊗ P2(Bq2)⊗ · · ·Pm(Bqm)](f) ∈ S2(N)C ,
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tel que u
α1j
qj (Pj(Bqj )(f)) =: Pj(Bqj(f)) 6= 0 et u
α1j+1
qj (Pj(Bqj )(f)) = 0. Pour eˆtre
plus explicite, Pj(Bqj(f)) a l’une des quatre formes suivantes :
1. (f) si on est sur l’espace caracte´ristique associe´ a` 0 et q2j |M ;
2. (Bqj (f)− aqjf) si on est sur l’espace caracte´ristique associe´ a` 0 et qj||M ;
3. (B2qj (f)− (aqj/qj)Bqj(f) + (1/qj)f) si on est sur l’espace caracte´ristique
associe´ a` 0 et qj ne divise pas M ;
4. (−qjBqj (f) + αqjf) si qj ne divise pas M et on est sur le sous-espace
Ker(U2qj − aqjUqj + qj) =Ker(Uqj − αqj Id)2.
Alors
0 = 〈e, t.g1〉 = λ1
∫ i∞
0
m∏
j=1
Pj(Bqj(f)) dz = λ1
m∏
j=1
Pj( 1
qj
)
∫ i∞
0
f dz
= λ1
m∏
j=1
Pj( 1
qj
)〈e, f〉 ;
or aucun des facteurs Pj( 1qj ) n’est nul, puisque respectivement de forme :
1. 1,
2. (1/qj − aqj) = (1/qj ± 1),
3. (1/q2j − aqj/q2j + 1/qj) = (1/q2j )(qj + 1 − aqj), ou encore :
4. (αqj − 1) = (±√qj − 1).
(La seule non-nullite´ qui ne soit pas triviale est la troisie`me : c’est la borne de
Weil (|aqj | ≤ 2√qj) qui la montre.) Donc λ1 est nul, et en recommenc¸ant la
meˆme ope´ration, par re´currence tous les λj sont nuls - donc t˜ l’est aussi. Ceci
e´tant vrai pour toutes les restrictions t˜ de t aux intersections de sous-espaces
caracte´ristiques, t est lui-meˆme nul. ✷
Fin de la preuve du the´ore`me. On a montre´ que si 〈e, f〉 6= 0, Ae,Q∩Rf = 0,
et re´ciproquement il est e´vident que si 〈e, f〉 = 0 alors Ae,Q∩Rf = Rf . Comme
L(f, 1) = 2π〈e, f〉, on peut donc e´crire :
Ae,Q =
⊕
GQf/L(f,1)=0
Rf ,
et on a des isoge´nies :
Je0 (Q) = (J0(N)/AeJ0(N))(Q)→
∏
Rf 6⊂Ae,Q
(J0(N)/(TQ/Rf )J0(N))(Q)→
→
∏
GQf/L(f,1)6=0
Jf (Q).
Selon le the´ore`me de Kolyvagin-Logachev, les Jf (Q) ci-dessus sont finies (a`
cause justement de la non-nullite´ en 1 de la fonction L(f, s), voir le the´ore`me
0.3 de [Kolyvagin-Logachev 90], comple´te´ par des re´sultats de [Murty-Murty 91]
ou [Bump-Friedberg-Hoffstein 90]). Et donc le quotient d’enroulement est bien
de rang nul. ✷
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4 Espaces tangents et cotangents.
4.1 Espace tangent a` J0(N)/Z[1/N ] en ze´ro.
Soit N un entier, fixe´ pour toute cette partie. On montre dans cette sous-
section :
The´ore`me 4.2 L’espace tangent a` J0(N)/Z[1/N ] en ze´ro, Tan0(J0(N)/Z[1/N ]),
est un TZ ⊗ Z[1/N ]-module libre de rang 1, de base ddq |0.
On va donner quatre lemmes pre´liminaires, desquels le the´ore`me de´coulera na-
turellement. Dans ce qui suit, pour alle´ger les notations, on noteraM le module
Tan0(J0(N)/Z[1/N ]), et R l’anneau TZ⊗Z[1/N ], qui est un Z[1/N ]-module libre
de type fini (TZ l’est sur Z, puisqu’on peut le voir comme un sous-module des
endomorphismes de J0(N)/Z).
Lemme 4.3 Le R-module M est fide`le.
Preuve. Comme ni R ni M n’ont de Z[1/N ]-torsion, on peut voir le lemme en
e´tendant les scalaires a` Q, et en remarquant qu’alors, le dual deM⊗Q (comme
Q-espace vectoriel), qui est Cot0(J0(N)Q), est bien T⊗Q-fide`le, comme on le
voit dans la partie pre´ce´dente. ✷
Lemme 4.4 Pour tout ide´al maximal M de R, on a M/MM 6= 0.
Preuve. Supposons qu’il existe un ide´al maximal M tel que M/MM = 0.
Puisque M est un R-module fini, le faisceau associe´ M˜ sur le sche´ma affine
noethe´rien X :=Spec(R) est cohe´rent ; notons x le point correspondant a` M.
On a :
M/MM =M ⊗R R/M =M ⊗R RM/MRM =MM/MMM,
donc le lemme de Nakayama dit que MM = 0. Si g est un point ge´ne´rique
de X (correspondant a` l’ide´al P de R) qui se spe´cialise en x, on a M˜g = 0
(comme localisation de M˜x). Puisque R est sans Z-torsion, g est au-dessus du
point ge´ne´rique de Z[1/N ] ; et puisque c’est un Z[1/N ]-module de type fini,
Spec(R⊗Z[1/2N ] Q) est de dimension nulle. On a donc R⊗Q ≃
∏
QRQ, ou` le
produit (fini) est pris sur les ide´aux minimaux Q de R : ce qui veut dire que RP
est isomorphe a` un facteur de R⊗Z[1/N ] Q. Mais alors la fide´lite´ de M comme
R-module contredit le fait que M˜g = 0. ✷
Lemme 4.5 Pour tout ide´al maximalM de R, l’e´lement ddq |0 deM est d’image
non nulle dans le quotient M/MM .
Preuve. SoitM un ide´al maximal de R. De la finitude comme Z-module de TZ
on de´duit d’abord que le sous corps premier de F := R/M est ne´ce´ssairement
fini, Fl, et que F en est une extension finie. Posons R := R ⊗Z Fl, et M :=
M ⊗Z Fl. On a la suite exacte :M⊗Z Fl → R→ F ⊗ZFl → 0. Choisissons un
plongement i : F →֒ Fl, et de´duisons-en un morphisme de Fl-alge`bre :
i⊗ 1 : F ⊗Fl Fl → Fl.
Notons M son noyau : on a la suite exacte 0→M→ R→ Fl → 0. On ve´rifie
alors qu’on a :
d
dq
∣∣∣∣
0
7→ (M/MM) →֒ (M/MM)⊗F Fl ≃M/MM.
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Si E est un Fl-espace vectoriel, notons E
∨ son dual, et de´signons par M
∨
[M]
le sous-R-module de M
∨
tue´ par M. Avec ces notations,
(M/MM)∨ ≃M∨[M]
en tant que R-modules. (En effet, les formes Fl-line´aires sur l’espace vectoriel
quotient (M/MM ) s’identifient avec celles surM dont le noyau contientMM ,
et l’action de R-module que l’on conside`re est : (t.f)( ) = f(t. ), (t ∈ R,
f ∈M∨).) On a donc enfin :
M
∨
[M] = H0(X0(N)Fl ,Ω
1)[M] ≃ S2(N)Fl [M].
On a montre´ dans le lemme pre´ce´dent que M/MM e´tait non nul : soit donc f
une forme parabolique non nulle appartenant a` S2(N)Fl [M]. Le corollaire III,
12.9 de [Hartshorne] assure queH0(X0(N)Fl ,Ω
1) = H0(X0(N)/Z[1/N ],Ω
1)⊗Fl,
ce qui implique que, quitte a` prendre un rele`vement de f , on peut supposer
qu’on est en caracte´ristique nulle, et meˆme dans S2(N)C : pour voir que les
coefficients de f ve´rifient la relation :
a1(Tn.f) = an(f)
meˆme si f n’est pas une newform (cela re´sulte par exemple de la formule (3.5.12)
de [Shimura]). On en de´duit que pour tout entier n, ddq |0(Tn.f) = an(f). Mais
puisque X0(N)Fl est inte`gre et lisse, ses formes diffe´rentielles sont de´finies par
leur de´veloppement de Fourier en l’infini : donc ddq |0 ne peut eˆtre d’image nulle.
✷
Lemme 4.6 Pour tout ide´al maximal M de R, M/MM est un R/M-module
libre de rang 1, de base l’image de ddq |0.
Preuve. Les re´sultats pre´ce´dents montrent qu’il suffit maintenant de prouver
que dimR/M(M/MM) ≤ 1. Si (l) est l’ide´al premier de Z au-dessus duquelM
se trouve, choisissons comme dans la preuve du pre´ce´dent lemme un plongement
de F = R/M dans Fl. Toujours selon la preuve pre´ce´dente et avec les meˆmes
notations, on a les e´quivalences :
((M/MM) est un F−espace vectoriel de dimension 1)
m
((M/MM) ⊗F Fl est un Fl−espace vectoriel de dimension 1)
m
((M/MM) est un Fl−espace vectoriel de dimension 1)
m
(M
∨
[M] est un Fl−espace vectoriel de dimension 1).
Pour tout entier n, soit an l’image dans R/M ≃ Fl de l’ope´rateur de Hecke
Tn. Soit f un e´le´ment non nul de H
0(X0(N)Fl ,Ω
1)[M] ; f est une forme propre
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pour les ope´rateurs de Hecke : pour tout n, Tn(f) = anf . A` une constante
multiplicative non nulle pre`s, le de´veloppement de Fourier de f en l’infini est
donc : q + a2q
2 + a3q
3 + · · ·. De meˆme que plus haut, on de´duit du fait que
X0(N)Fl soit inte`gre et lisse que toute forme diffe´rentielle sur X0(N)Fl est
de´finie par son q-de´veloppement en l’infini ; donc f engendre l’espace vectoriel
S2(N)Fl . ✷
Preuve du the´ore`me. Montrons que le module M ′ := M/(R.( ddq )|0) est nul.
D’apre`s le lemme pre´ce´dent, pour tout ide´al maximal M de R,
M ′/MM ′ =M ′ ⊗R RM/MRM = 0 ;
donc par le lemme de Nakayama, M ′M est nul. On peut alors appliquer le
raisonnement de la preuve du lemme 4.4, et en conclure que le faisceau M˜ ′ sur
Spec(R) est de fibre nulle en chaque point, donc nul. Enfin,M est un R-module
libre puisque fide`le. ✷
Notons au passage un corollaire de ce dernier the´ore`me (voir aussi 3.7) :
Proposition 4.7 L’espace des formes paraboliques S2(N)Q est un TQ - module
libre de rang 1.
Preuve. Une application du corollaire 3.6 du chapitre pre´ce´dent donne que la
Q-alge`bre de Hecke TQ (pour Γ0(N), en poids 2) est de Gorenstein. De plus,
on vient de montrer que Tan0(J0(N)Q) e´tait comme TQ-module isomorphe a`
TQ lui-meˆme ; et comme Cot0(J0(N)Q) = Tan0(J0(N)Q)
∨, Cot0(J0(N)Q) est
isomorphe a` TQ soi-meˆme comme TQ-module. ✷
4.8 Espace tangent au quotient de la jacobienne.
Soit I un ide´al de TZ, sature´ (i.e. tel que T/I soit sans Z-torsion). On
de´duit de la jacobienne J0(N) sur Z[1/2N ] les sche´mas abe´liens J
I := I.J0(N)
et JI := J0(N)/I.J0(N). Le but de cette section est de de´montrer le the´ore`me
suivant, voisin et corollaire de la celui de la section pre´ce´dente :
The´ore`me 4.9 L’espace tangent a` JI,Z[1/2N ] en ze´ro, Tan0(JI,Z[1/2N ]), est un
T/I ⊗ Z[1/2N ]-module libre de rang 1, de base l’image de ddq |0.
On commence par travailler sur Q :
Proposition 4.10 On a Tan0(J
I
Q) = I.Tan0(J0(N)Q).
Preuve de la proposition. Soit (i1, i2, . . . , in) un syste`me de ge´ne´rateurs de
I (T est noethe´rien puisque Z-module de type fini) ; JIQ est donc l’image du
morphisme :
⊕1≤j≤nJ0(N)Q φ→ J0(N)Q
de´fini par la multiplication par ce syste`me. On en de´duit sur les espaces tan-
gents :
⊕1≤j≤nTan0(J0(N)Q) φ˜→ Tan0(J0(N)Q).
La proposition de´coule alors du lemme :
Lemme 4.11 Pour tout morphisme A
ψ→ B de varie´te´s abe´liennes sur Q, on
a Tan0(ψ(A)) = ψ˜(Tan0(A)).
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Preuve du lemme. Le foncteur A 7→ Tan0(A) de la cate´gorie des groupes
alge´briques commutatifs sur Q dans celle des Q-espaces vectoriels, est exact a`
gauche. Mais il est aussi exact a` droite : de la suite exacte 0→ A→ B → C → 0
se de´duit celle sur les tangents : 0 → Tan0(A) → Tan0(B) → Tan0(C) ; si les
dimensions des varie´te´s sont a, b et c respectivement, on a a+ c = b, et comme
les dimensions des espaces tangents associe´s sont les meˆmes (lissite´ des groupes
alge´briques sur Q), la dernie`re fle`che de la dernie`re suite est surjective.
Si donc on a un morphisme ψ :
0→ ker(ψ)→ A ψ→ ψ(A)→ 0,
on a bien
Tan0(ψ(A)) = Tan0(A)/Tan0(ker(ψ)) = ψ˜(Tan0(A)). ✷
Conside´rons maintenant le proble`me sur Z[1/2N ].
Preuve du the´ore`me. De la suite exacte de varie´te´s abe´liennes sur Q :
0→ JIQ → J0(N)Q → JI,Q → 0,
on de´duit par proprie´te´ universelle des mode`les de Ne´ron un complexe de
sche´mas abe´liens :
0→ JIZ[1/2N ] → J0(N)Z[1/2N ] → JI,Z[1/2N ] → 0,
qui est en re´alite´ une suite exacte, d’apre`s un re´sultat de Raynaud (voir section
1, proposition 1.2 de [Mazur 78]). Ce re´sultat assure encore que la suite :
0→ Tan0(JIZ[1/2N ])→ Tan0(J0(N)Z[1/2N ])→ Tan0(JI,Z[1/2N ])→ 0
est exacte elle aussi (meˆme re´fe´rence, corollaire 1.1). Or on voit par la section
pre´ce´dente que Tan0(J0(N)Z[1/2N ]) est un T⊗Z[1/2N ]-module libre de rang 1,
de base ddq |0 ; il existe donc un ide´al I ′ de T[1/2N ] tel que la suite pre´ce´dente
de T[1/2N ]-modules soit isomorphe a` :
0→ I ′ → T⊗ Z[1/2N ]→ T⊗ Z[1/2N ]/I ′ → 0.
Mais puisque sur Q on a IQ = I
′
Q, que I est par hypothe`se sature´, et que I
′
l’est aussi (puisque Tan0(JI,Z[1/2N ]) ≃ T[1/2N ]/I ′ est sans torsion), on a bien
I ′ = IZ[1/2N ]. Donc
Tan0(JI,Z[1/2N ]) ≃ (T/I)Z[1/2N ]. ✷
4.12 Preuve de la proposition “crite`re de Kamienny”.
On rappelle la situation dans laquelle on s’est mis avec notre proble`me
initial de borne pour la torsion de courbes elliptiques (voir la section 1, dont
on reprend les hypothe`ses et notations). Rappelons le morphisme naturel fd :
X0(p
n)
(d)
lisse → Je0 , normalise´ par ∞(d) 7→ 0. On a de´fini en (1.2) un point j′(d),
a` valeur dans Z, de X0(p
n)
(d)
lisse, qui croise ∞(d) sur la fibre en l. On va d’abord
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montrer que ceci implique que fd n’est pas une immersion formelle au point
∞(d)Fl , en suivant l’expose´ de [Oesterle´ 94].
Soit S un sche´ma quelconque. Si φ : X → Y est un morphisme de S-
sche´mas noethe´riens, on dit que c’est une immersion formelle en un point x
de X si l’application OˆY,φ(x) → OˆX,x de´duite de φ entre comple´te´s d’anneaux
locaux est surjective. Si s est l’image dans S de x (et y), on montre que ceci
e´quivaut a` ce que la restriction de φ aux fibres en s soit une immersion formelle
en x. On de´montre ensuite dans [Oesterle´ 94] (lemme 5.1) :
Lemme 4.13 Supposons que X soit se´pare´, que φ : X → Y soit une immersion
formelle en x. Supposons qu’il existe un sche´ma inte`gre noethe´rien T et deux
points p1 et p2 de X a` valeur dans T , tel qu’en un point t de T on ait x =
p1(t) = p2(t). Si de plus on a φ ◦ p1 = φ ◦ p2, alors p1 = p2.
Ce qui nous permet de montrer :
The´ore`me 4.14 Le morphisme fd n’est pas une immersion formelle en ∞(d)Fl .
Preuve. Puisque j′(d) croise ∞(d) sur la fibre en l, le point fd(j′(d)) de Je0 (Zl)
se re´duit en 0 au-dessus de l. Ce point est de torsion, car Je0 (Q) l’est. Puisque
l > 2, le “lemme de spe´cialisation” (voir par exemple [Edixhoven 94], lemme 3.3)
assure que fd(j
′(d)) est nul dans tout Je0 (Z(l)). Mais alors, on peut appliquer le
lemme pre´ce´dent et en conclure que si fd e´tait une immersion formelle en∞(d)Fl ,
on aurait j′(d) =∞(d) - ce qui contredit e´videmment l’interpre´tation modulaire
de ces points. ✷
La courbe X0(N) a en l’infini la coordonne´e formelle q ; donc X0(N)
d
a les coordonne´es formelles q1, . . . , qd au point (∞, . . . , ∞), et les fonctions
syme´triques e´le´mentaires σ1 = q1+ · · ·+qd, . . . , σd = q1 · · · qd sont des coordon-
ne´es formelles au point ∞(d) de X0(N)(d), donc dσ1, . . . , dσd forment une base
de Cot∞(d)(X0(N)
(d)). On a alors le lemme :
Lemme 4.15 Soit ω un e´le´ment de Cot0(J
e
0 ). Alors f
∗
1 (ω) est une forme diffe´-
rentielle sur X0(N)/Z[1/N ]. Notons (
∑
n≥1 anq
n)(dq/q) son de´veloppement de
Fourier a` l’infini. On a :
f∗d (ω) = a1dσ1 − a2dσ2 + · · ·+ (−1)d−1dσd ∈ Cot∞(d)(X0(N)(d)/Z[1/N ]).
Pour la preuve, voir [Edixhoven 94], lemme 4.2. On en de´duit :
Corollaire 4.16 L’application tangente a` fd en ∞(d) envoie ddσ1 , . . . , ddσd sur
T1(
d
dq |0),−T2( ddq |0), . . . , (−1)d−1Td( ddq |0) respectivement.
Preuve. La relation a1(Tnf) = an(f) pour toute forme modulaire (voir la
preuve du lemme 4.5) et le lemme pre´ce´dent suffisent a` conclure. ✷
Et on arrive au the´ore`me qu’on veut finalement montrer :
The´ore`me 4.17 On a e´quivalence entre :
1. fd est une immersion formelle en ∞(d)Fl , et
2. T1e, ..., Tde sont Fl-line´airement inde´pendants dans Te/lTe.
De plus, ces deux conditions sont satisfaites si l’est :
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3. T1{0,∞}, ..., Td.s{0,∞} sont Fl-line´airement inde´pendants dans l’espace
vectoriel H1(X0(p
n), pointes ; Z)⊗ Fl (ou` s de´signe le plus petit nombre
premier diffe´rent de p).
Avant de passer a` la de´monstration, un lemme pre´liminaire :
Lemme 4.18 Soit N un entier positif strict, et r un second, premier au pre-
mier. Alors, sur la courbe modulaire X0(N)C, on a Tr.0 = σ1(r).0 et Tr.∞ =
σ1(r).∞, ou` comme d’habitude σ1(r) est la somme des diviseurs de r.
Preuve du lemme. On se place “en projectif” : on identifie X0(N)C avec (H∪
P1(Q))/Γ0(N) et on de´signe par (
x
y ) l’e´le´ment x/y de P
1(Q). En particulier,
les points 0 et ∞ seront e´crits (01) et (10 ) respectivement. On peut voir les
ope´rateurs de Hecke comme des correspondances sur X0(N)C (voir la section
5), qui ve´rifient :
Tr.0 =
∑
1 ≤ δ|r
0 ≤ β < δ
(
r
δ −β
0 δ
)
.
(
0
1
)
=
∑
1 ≤ δ|r
0 ≤ β < δ
(
−β
δ
)
.
Or, chacun de ces (−βδ ) est conjugue´ par un e´le´ment de Γ0(N) a` (
0
1 ) : en effet,
quitte a` remplacer β et δ par leur quotient par leur p.g.c.d., on peut les supposer
premiers entre eux, et choisir des entiers a et b tels que aδ− bNβ = 1 ; alors on
a : (
a −β
bN δ
)
.
(
0
1
)
=
(
−β
δ
)
,
et la matrice de gauche est bien de Γ0(N).
De la meˆme fac¸on,
Tr.∞ =
∑
1 ≤ δ|r
0 ≤ β < δ
(
r
δ −β
0 δ
)
.
(
1
0
)
=
∑
1 ≤ δ|r
0 ≤ β < δ
(
r
δ
0
)
= σ1(r).∞ ✷
Preuve du the´ore`me. D’abord l’e´quivalence des deux premiers points. La
proprie´te´ pour un morphisme d’eˆtre une immersion formelle en un point est,
formulation duale de celle sur les espaces cotangents, que l’application induite
par ce morphisme sur les tangents correspondants est une injection. Le corollaire
4.16 dit donc que fd est une immersion formelle en ∞(d)Fl si et seulement si les
vecteurs Ti(
d
dq |0), 1 ≤ i ≤ d sont line´airement inde´pendants dans Tan0(Je0 (Fl)).
Mais le the´ore`me 4.9 assure que cet espace tangent est unT/Ae⊗ZFl-module li-
bre de rang 1 de base ddq |0, d’ou` l’e´quivalence des proprie´te´s 1. et 2. du the´ore`me.
Prouvons la dernie`re implication. On rappelle qu’il y a un isomorphisme de
R-espaces vectoriels :{
H1(X0(p
n) ; Z)⊗R → HomC
(
H0(X0(p
n) ; Ω1), C
)
γ ⊗ 1 7→
(
ω 7→ ∫γ ω) .
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L’inte´gration permet d’en de´duire un morphisme de H1(X0(p
n), pointes ; Z)
dans H1(X0(p
n) ; Z) ⊗R, et comme on l’a dit, l’e´le´ment d’enroulement e, qui
est l’image par ce morphisme du symbole modulaire {0,∞}, est e´le´ment de
H1(X0(p
n) ; Q).
Maintenant, c’est avec les symboles modulaires, vivant dans l’homologie
relative aux pointes, qu’on sait travailler ; mais c’est dans l’homologie absolue
qu’il nous faut une inde´pendance Fl-line´aire. Pour s’y ramener, on fait agir
l’ope´rateur Is := Ts − σ1(s) sur {0,∞}. En effet, puisque s est premier au
niveau, le lemme pre´ce´dent dit que Ts envoie les pointes 0 et ∞ sur (s+1)-fois
elles-meˆmes, donc Is pousse bien {0,∞} dans H1(X0(pn) ; Z) vu comme sous-
module de H1(X0(p
n), pointes ; Z). Conside´rons aussi H1(X0(p
n) ; Z) comme
un sous-module de H1(X0(p
n) ; Q).
Supposons que la proprie´te´ 2. du the´ore`me ne soit pas ve´rifie´e. Il existe donc
une relation de de´pendance :
λ1T1e+ · · ·+ λkTke = 0 ∈ Te/lTe,
pour un k ≤ d tel que λk soit non nul. On la rele`ve en
λ1T1e+ · · ·+ λkTke = l x ∈ lTe ⊆ H1(X0(pn) ; Q),
on la multiplie par Is pour obtenir
Is(
k∑
i=1
λiTie) =
k∑
i=1
λiTi(Ise) = λkTsk e+
sk−1∑
i=1
µiTie = l Isx ∈ lTe.
(En effet, la de´finition des ope´rateurs de Hecke (par exemple avec la se´rie
formelle) donne que Ts.Tn = Ts.n+ (combinaison line´aire de termes d’indice
plus petit).) Les formes line´aires que de´finissent Is{0,∞} et Ise par l’inte´gration
sont les meˆmes, et puisqu’on peut voir ces deux e´le´ments comme appartenants a`
H1(X0(p
n) ; R), ils sont en fait e´gaux. On en de´duit une relation de de´pendance
line´aire :
λkTsk {0,∞} + (
sk−1∑
i=1
µiTi{0,∞}) = l Isx ∈ lH1(X0(pn), pointes ; Z),
et en conside´rant son image dansH1(X0(p
n), pointes ; Z)⊗Fl, une contradiction
avec la proprie´te´ 3. du the´ore`me. ✷
5 Lemme combinatoire.
Le but de cette partie est de prouver la proposition-cle´ de la de´monstration
ge´ne´rale :
Proposition 1.7 Soit p un nombre premier. Posons C =
√
65 si p est diffe´rent
de 2, et C =
√
129 si p est 2. Notons s le plus petit nombre premier diffe´rent
de p. Si pn > C2.(sd)6, alors les Ti{0,∞}, 1 ≤ i ≤ sd sont F-line´airement
inde´pendants dans le F-espace vectoriel H1(X0(p
n), pointes ; Z) ⊗ F pour tout
corps F.
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5.1 Notations et rappels.
On identifie Γ0(p
n)\SL2(Z) a` P1 (Z/pnZ) avec :
Γ0(p
n)
(
a b
c d
)
7→ (c, d) = (c (mod pn), d (mod pn)).
L’application de Γ0(p
n)\SL2(Z) vers H1(X0(pn), pointes;Z) : g 7→ {g ·0, g ·∞}
s’identifie alors a une application de P1 (Z/pnZ) vers la meˆme chose, qu’on note
ξ :
ξ(w, t) =

(
a b
w t
)
· 0,
(
a b
w t
)
· ∞
 =
{
b
t
,
a
w
}
,
avec w, t, rele`vements dans Z de w et t ∈ Z/pnZ et a, b ∈ Z tels que
(
a b
w t
)
soit dans SL2(Z).
On sait de plus qu’on a :
Tr{0,∞} =
∑
0 ≤ w < t
0 ≤ v < u
ut− vw = r
ξ(w, t) ,
ou` on pose ξ(w, t) = 0 si pgcd(w, t, p) > 1 (voir [Merel 94], the´ore`me 2 et
proposition 20, ou la de´monstration du lemme 2 de [Merel 95]).
Soit σ =
(
0 1
−1 0
)
et τ =
(
0 −1
1 −1
)
. On choisit pour repre´sentants de
P1(Z/pnZ) : {(R1, 1), R1 un syste`me de repre´sentants de Z/pnZ} ∪{(1, p.R2), R2
un syste`me de repre´sentants de Z/pn−1Z}. On note w/t au lieu de (w, t), sou-
vent. On fait agir SL2(Z) sur P
1(Z/pnZ) a` droite, comme d’habitude. En par-
ticulier :
(w, t) · σ = (w, t)
(
0 −1
1 0
)
= (−t, w),
et de meˆme (w/t) · τ = −t/(w + t).
On note encore Σr = {(w, t), 0 ≤ w < t / il existe (v, u), 0 ≤ v < u , 0 ≤
(ut − vw) ≤ r}\{(1, r)}, et Z[P1(Z/pnZ)]σ (respectivement, Z[P1(Z/pnZ)]τ )
de´signe l’ensemble des e´le´ments de Z[P1(Z/pnZ)] stables par l’action de σ
(respectivement, τ). Le symbole
∑
σ de´signera une somme a` valeurs dans le
Z-module Z[P1(Z/pnZ)]σ, et de meˆme avec τ .
On a la suite exacte (voir par exemple [Merel 93]) :
Z[P1 (Z/pnZ) ]σ×Z[P1 (Z/pnZ) ]τ φ1→ Z[P1(Z/pnZ)] φ2→ H1(X0(pn), pointes ; Z)→ 0,
avec φ1 : (Σαxx,Σβxx) 7→ (Σαxx+Σβxx), et φ2 : Σλxx 7→ Σλx.ξ(x).
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5.2 Preuve de la proposition.
Posons D = sd. Supposons pn > C2.D6, et que pour un r ≤ D, on ait une
relation de liaison :
∑r
i=1 λiTi{0,∞} = 0 dans H1(X0(pn), pointes ; Fl). On va
montrer que λr est nul : ce qui suffira a` la preuve de la proposition. Ce qui
pre´ce`de permet d’e´crire :
r∑
i=1
λiTi{0,∞} = 0 ⇐⇒ λr. (1/r) +
∑
Σr
µ(w,t) (w/t) =
∑
σ
αx(x)−
∑
τ
βx(x).
De meˆme que dans [Merel 95] on prouve avec l’aide de Fouvry le :
Lemme 5.3 Soit A et B deux intervalles de {1, 2, ..., pn − 1} tel que
|A|.|B| ≥ C ′.p3n/2,
ou` C ′ = 8 si p est impair, et C ′ = 8
√
2 si p = 2. Alors il existe y ∈ A et z ∈ B
tel que y.z = −1 (mod pn).
(On a prouve´ une version moins bonne de ce lemme, utilisant une constante
C = (512π2)/(2
√
2 − 1) ; la forme ici utilise´e de ce lemme est obtenue en opti-
misant les calculs par Oesterle´ dans [Oesterle´ 96].) On conside`re le graphe de
P1(Z/pnZ) dont les areˆtes sont l’action de σ et τ (voir Figure 1) : on a (τσ) =(
−1 0
−1 −1
)
, donc (w, t) · τσ = (w, t)+1 (et de meˆme (w, t) ·στ2 = (w, t)−1).
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(1, r)
 
 
 
 ✠
τ2
(−r − 1, 1)
❅
❅❘
σ
(1, r + 1)
τ2
 
 ✠
.
.
.
.
 
 ✠
τ2
(y, 1)
σ
✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘✿
σ
(−r, 1)
❍❍❍❍❥
✁
✁
✁
✁☛
...
❆
❆
❆
❆❯
.
.
.
✏✏✏✏✏✏✮
(z, 1)
❄
A
.
.
.
❄
B
.
.
.
Figure 1
On va montrer qu’on a sur ce graphe, “de part et d’autre” de (1, r) (c’est-a`-dire,
contenant (1, r) · τ2 = (−r − 1, 1) et (1, r) · σ = (−r, 1) respectivement), deux
chemins A et B ne rencontrant pas d’e´le´ments de Σr, (les autres e´le´ments du
graphe intervenants dans
∑
λiTi{0,∞}), et qui contiennent des intervalles de
cardinal supe´rieur a` (pn/D)−D − 2 et (pn/D2)− 2 respectivement. Alors par
le lemme de the´orie analytique des nombres, pour
((pn/D)−D − 2).((pn/D2)− 2) ≥ C ′.p3n/2, i.e.
pn ≥ C2.D6,
on aura dans A et dans B respectivement des e´le´ments y et z tel que y · σ =
−1
y = z (on explicite ces calculs, et notament le passage de C
′ a` C, a` la fin de la
section). De plus y · σ sera un e´le´ment de A, puisque ce chemin est de forme :
...→ (a, 1) τ→ (−1, a+ 1) σ→ (a+ 1, 1)→ ...
−→ +1 = τσ −→
Les deux chemins se “rencontrent”, donc. Or on a, pour tout e´le´ment x du
graphe, µx = αx − βx par ce qui pre´ce`de. Puisque les deux chemins ne rencon-
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trent pas Σr, si x en est, on a µx = 0 donc αx = βx. De plus, on parcourt ces
chemins en faisant agir σ ou τ ; donc si x′ = x · σ, αx′ = αx·σ = αx = βx = βx′ ,
de meˆme avec τ - donc αx = βx ≡ α−r sur les deux chemins. Mais
λr = µ 1
r
= α 1
r
− β 1
r
= α 1
r
·σ − β 1
r
·τ2 = 0.
Montrons donc l’existence de ces chemins. (Dans tous les calculs qui suivent, on
confond l’e´criture d’un entier w et de sa re´duction w, pour alle´ger les notations).
Premier chemin : A partant de 1r τ2 = −r − 1.
1) Si wt − (−r − 1) = a, avec a choisi dans {−pn + 1, ...,−1, 0}, et a : classe
de a mod pn (⇐⇒ w + t(r + 1) = at+ b.pn, b ∈ Z).
Si b = 0 : t(r + 1)− at = −w : incompatibilite´ de signes.
Si b 6= 0 : |a| = 1t |b.pn − t(r + 1) − w| ≥ (p
n−D(D+1)−D)
D ≥ p
n
D − D − 2
(on a en effet : det
(
u v
w t
)
= k ≤ r, u > v ≥ 0, t > w ≥ 0, donc :
k = ut− vw ≥ ut− (u− 1)(t− 1) et u+ t− 1 ≤ r, t ≤ r − u+ 1 ≤ r ≤ D).
2) Si (wt )σ − (−r − 1) = −tw + r + 1 = a, a ∈ {−pn + 1, ...,−1, 0} ;
−t+ w(r + 1) = aw + bpn ;
Si b = 0 : w(r + 1 − a) = t ; mais (r + 1 − a) ≥ r + 1, et 0 ≤ w < t ≤ r :
contradiction.
Si b 6= 0, |a| ≥ (pn−D(D+1)+DD ) ≥ p
n
D −D.
On peut donc “reculer” (... α
σ→ . τ2→ α − 1 σ→ . τ2→ α − 2 ...) a` partir de
(−r−1), et de´crire ainsi un chemin contenant un intervalle de cardinal supe´rieur
a` pn/D −D − 2.
Second chemin. On doit la` distinguer deux cas, selon que p divise ou non r
(voir Figure 2).
a) Si p ne divise pas r, chemin B : on part de (1r ) lui meˆme, on recule de
meˆme :
1) wt − 1r = a, −pn < a ≤ 0 ⇐⇒ wr − t = art+ b.pn ;
b = 0 : t = r(w − at)⇒ a = 0, w = 1, t = r : c’est 1r lui-meˆme.
b 6= 0 : |a| ≥ pn−D2
D2
de meˆme que plus haut.
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2) − tw − 1r = a : −rt− w = awr + b.pn ;
b = 0 ⇒ r|w, impossible (car w ≤ r − 1, et : w = 0⇒ t = 0).
b 6= 0 ⇒ |a| ≥ pnD2 − 2.
b) Si p divise r, on a alors que le chemin B pre´ce´dent : 1r
στ2−→ 1−rr
στ2−→ ... est
bien de longueur supe´rieure a` ( p
n
D2
) ; mais il ne contient pas cette fois d’intervalle,
puisque r n’est pas inversible modulo pn, donc l’action de στ2 ne correspond
plus a` l’addition de (−1) (les k/pl ne sont plus relevables en e´le´ments de Z/pnZ).
Cependant, le calcul pre´ce´dent montre que rr−1 =
1
r · στ2σ ; et (r− 1) est, cette
fois, inversible modulo pn, donc en “avanc¸ant” a` partir de cet e´le´ment et a` l’aide
de (τσ), on aura bien un intervalle ; on note B′ ce chemin. On minore encore
une fois sa longueur :
1) wt − rr−1 = a ⇐⇒ w(r − 1) − rt = at(r − 1) + b.pn (on e´crit cette fois
cela avec 0 ≤ a ≤ pn − 1).
Si b = 0 : t (r + a(r − 1)) = w(r − 1) ; mais w < t, et a(r − 1) + r > r − 1,
contradiction.
Si b 6= 0 : |a| ≥ pnD2 − 1.
2) wt · σ − rr−1 = − tw − rr−1 = a ⇐⇒ −t(r − 1)− rw = aw(r − 1) + b.pn.
b = 0 : t(r − 1) = −w (a(r − 1) + r), contradiction de signes.
b 6= 0 : |a| ≥ pnD2 − 2.
Dans chaque cas, on obtient bien que ce second chemin contient un intervalle
de cardinal supe´rieur ou e´gal a` (pn/D2)− 2.✷
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  ✠
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❄
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❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅❘
B′
Figure 2
On montre pour finir comment on passe du lemme 5.3 a` la proposition 1.7 :
on a vu qu’on pouvait prendre |A| ≥ (pn/D2) − 2 et |B| ≥ (pn/D) − D − 2.
On a suppose´ qu’e´tait satisfaite la condition de la proposition : pn ≥ (C2).D6.
On a C2 ≥ 65, s ≥ 2, et les bornes du corollaire 1.8 sont supe´rieures ( !) a`
celles qu’on connaissait de´ja` pour les degre´s 1 et 2, donc on peut supposer
D ≥ 6. Minorons la taille de A : on a pn/D2 ≥ 65.D4 ≥ 84240 = 42120.(2),
donc |A| ≥ (42119/42120).(pn/D2). Pour B, on a : D + 2 ≤ (4/3).D, et
pn/D ≥ 65.D5.D ≥ 379080.(D + 2) ; donc |B| ≥ (379079/379080).(pn/D).
Si on pose λ := (42119/42120).(379079/379080), on a donc :
|A|.|B| ≥ λ.p2n/D3.
Pour que les conditions du lemme soient ve´rifie´es, il suffit qu’on ait λ.p2n/D3 ≥
C ′.p3n/2, i.e. pn ≥ (C ′2/λ2).D6, et e´videmment C a e´te´ choisie pour que c¸a
marche. ✷
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